Correction du DST n°2
Exercice 1

1. On raisonne par récurrence double.
ug et up sont définis et tous deux strictement positifs.
Supposons que pour un certain rang n, u, et u,41 soient tous deux définis et strictement positifs. Alors

3
Unp,

Vv Un+1

est bien défini et strictement positif, donc la propriété est vraie pour le rang n + 2. Par principe de récurrence on en
conclut que pour tout n € N, u,, est défini et et u,, > 0.

Up+2 =

2. Pour tout n € N, u,, > 0 donc In(u,,) est bien défini.

3
U 1 1
3. Pour tout n € N, v,,40 = In(up42) =1n <U:+1) =3In(u,) — 3 In(upy1) = *§Un+1 + 3v,.
4. On déduit de la question précédente que (v, ) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique
1 3
est : 72 = ——r + 3. Elle admet deux solutions réelles : —2 et 3 donc d’apres le cours il existe deux réels A et p tels
que :

3 n
VneN, v, =Ax(=2)"+pux (2>

Comme vg = In(ug) =0 et v;1 =In(u;) =1, 0on a :

Adp =0
3

,2/\ —
+ 2u

I
[

2 2
d’oﬁ)\:—§ et u= z et ainsi :

2 2 "
Vn € N, vnzf?x(—2)"+f>< <3>

Puisque u,, = ¢~ pour tout n € N, on a :

Vn € N, Uy = 672><(72)"/7 % e2><(3/2)”/7

2/7

3
donc en posant A =e 27, B=¢e*T et 11 = —2, ry = 3 on a bien :

Vn € N, Uy = Ar;w % Br;w,

Exercice 2

n+1) )

1. Soit p > 0 un entier fixé, notons pour tout n > p, P(n) : 3 ,_ (2) = (p+1

e Initialisation : Pour n = p on d’une part :

et d’autre part :

donc P(p) est vraie.



o Hérédité : Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1). On a

+1 " [k
3 ()-03)-20)
p = \r
1 1
_ ("t + nt par hypothese de récurrence
D p+1
2
("t d’apres la formule de Pascal
p+1

donc P(n + 1) est vraie.

n+1>

¢ Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n > p on a Zzzp (f)) = (p+1 .

Ce raisonnement étant valable quel que soit p € N, le résultat est vrai pour tout entier p > 0 et tout entier n > p.

2. On a
n_ L 3k+1 L. k
o2k~ ¢ N
k=0 k=0
25 n+1
()"
=zX <
”’T -1
m3n+3 _ 4n+1 x3n+4 _ 4n+1'r
=7 4ng — 4n+1 p = 4n1-3 _ 4n+1
3. On a
> 3k —2)? }:9H-4mk+®
k=0 k=0

n n n
:92k2—122k+421
k=0 k=0

k=0

_ 9n(n+1)(2n+ 1 12n(n+1)

+4(n+1)

3n(n+1)2n+1)—12n(n+1) +8(n+ 1)

2
_ (n+1)(Bn(2n+1) —12n+8)
2
_ (n+1)(6n* —9n+8)
B 2
4. (a) Soit k € {1,...,n}. Alors :
n n
k x (k) =k x Hin =)
n!
- & —Dl(n—k)! car k#0
_ (n—1)!
k=Dl — k)

_Xn—l
k-




=np(p+ (1 —p))" 1 d’apres la formule du binéme de Newton

Exercice 3

1. A+ B=1{-1,2,3,6}
2. Montrons que A+ B =] — 1,6] :
Size€ A+ B, alors il existea € Aetbe Btelsquez =a+b. Comme —2<a<2etl<b<4ona-1<a+b<o6
par somme d’inégalités, donc = €] — 1,6]. On a montré que A+ B C] — 1,6].
Réciproquement, si « €] — 1, 6], on distingue trois cas :
e Six €]1,4], on peut poser a =0 € Aet b=z € B de sorte que z =a+b donc z € A+ B.
e Siz€]—1,1], alors en posant a = -2 et b=z +2onaa € Aetbe Betx=a+bdoncax € A+ B.
e Siz €]4,6], alors en posant a=2etb=x—2onaa€ Aetbe Betz =a+bdoncz € A+ B.
on a donc montré que | —1,6] C A+ B.
Ainsi on a bien A+ B =] — 1, 6].
3. Soit x € A+ R, alors x € R par définition (pour tout A, B C R, A+ B C R).

Réciproquement : soit = € R et soit @ € A (qui existe car A # @), alorsz =a+x —a avec a € A et x —a € R, donc
reA+R.

On a donc montré par double inclusion que A+ R =R

4. Soit x € A+ B. Il existe a € A et b € B tels que x = a + b, mais par inclusion a € C et b € D donc z € C' + D. Ainsi
A+BcCC+D.

5. Siz € (A+C)U(B+C), alorsx =a+coux=>b+cavec (a,b,c) € Ax BxC.

e Siz=a+c¢,commea€ Aonaa€ AUB doncx € (AUB)+C.
e Siz=b+c¢,commebe Bonabe AUBdoncx € (AUB)+C

dans tous les cas z € (AU B) + C.
Réciproquement, si x € (AUB)+Conax =y+cavecy € AUB.Siy€ A alorsz € A+Cetsiye Bona
x € B+ C, donc dans tous les cas x € (A+ C)U (B + C).
Par double inclusion : (A+C)U(B+C)=(AUB)+C
(a) sup A est un majorant de A et sup B un majorant de B. Six € A+ B, alorsx =a+baveca € A et b € B, donc
a <supAetb<supB,douz <supA+supB. Ainsi sup A + sup B est un majorant de A + B.

&

(b) On a déja montré que sup A + sup B est un majorant de A + B. Il faut montrer que sup A + sup B est le plus
petit des majorants de A + B. Soit m < sup A + sup B, montrons qu’il existe z € A+ B tel que m < z. On a
m — sup B < sup A donc il existe a € A tel que m —sup B < a. On a ensuite m — a < sup B donc il existe b € B
tel que m —a < b, doum < a+baveca+be€ A+ B. Ainsi on a bien sup A + sup B = sup(4 + B).

7. (a) Soit y € f(A+ B). Alors il existe xt = a+ b € A+ B tel que y = f(x) = f(a) + f(b) par hypothese sur f.

Comme f(a) € f(A) et f(b) € f(B), on abieny € f(A)+ f(B).
Réciproquement, siy € f(A)+ f(B), il existea € Aet b € B tel quey = f(a)+ f(b) = f(a+b) donc y € f(A+B).
Par double inclusion : f(A+ B) = f(A) + f(B).

(b) Six e f1(A)+ f1(B),alors x =a+bavecac f1(A) et be f~1(B) donc f(x) = f(a) + f(b) avec f(a) € A
et f(b) € B donc f(z) € A+ B doncz € f~1(A+ B). Ainsi f~1(A) + f~Y(B) C f~1(A+ B).

Exercice 4



1. On peut représenter la situation par ’arbre de probabilité suivant :

\ / G
Gy \
0,4 G,
donc
=P(G2)
=P(G1NGy) +P(G1 N Go) (formule des probabilités totales)
=P(Gy) x P(G2|G1) + P(G1) x P(G3|Gy)

1 4 9 3
=0,1x0,840,9x0,6 _1—0><—+1—0><g
4t
50
_a

50
2. On a
— ]P)(G71ﬁ Gg)
P(G1|Gy) = —————=£
(G1]G2) P(Gy)
16 % 3
31
50
ﬂ
31

2
La probabilité qu’il ait raté le premier lancer sachant qu’il a marqué le deuxieme est 37

3. Cherchons la probabilité de I’événement contraire, c’est a dire la probabilité que le joueur ne marque aucun panier sur
les trois premiers lancers :

P(G1 NGy NG3) =P(Gy) x P(G5|G1) x P(G3|G1 N Gy) (formule des probabilités composées)

=0,9x0,4x0,4

9 2 2
= X=X =

10 5 5
%

250
s
- 125

18 107

onc la probabilite qu'll marque au moins un panier es 125 125

4. On représente la situation par un arbre. Pour tout entier n > 1 on a :

4



Gr
Pn 0,\2 Gt
G
11—y 0,6 n+1
o
07\4 .
n+1

On a donc

Pny1 = P(Gny1)
=P(Gp) X P(Gpt1|Grn) + P(Gin) x P(Gp+1|Gn)

= pp x 0,8+ (1 —py) x 0,6

_4, ,3_3
=Pt zhn
_1 .3
TP Ty

5. Soit a € R, posons u,, = p, — a. Alors

Un+1 = Pn+1 — @

1 3

1 1 3
=3un+ga+g—a

1 3 4
=gty 50

3 4 3
ainsi, (u,) est une suite géométrique si et seulement si T Ee= 0, si et seulement si a = —.

1
6. La suite (u,,) définie par u, = p, — 1 est une suite géométrique de raison 3 d’apres la question précédente. On a donc

pour tout entier n > 1 :
y 1 n—1 01 3 y 1 n—1 13 y 1 n—1
Up = U = = _ =z __ =2 =z
T A5 Y 5 20 © \5

et donc
n—1
3 13 1
>1 = - - — -
Yzl =g (5)
7. C 1 <1 li 1 n—Od li —3
. Comme 5 Onanilfoo 5 = onc n_l)filoopn—4~

Exercice 5

Partie I

1. (a) On a pour tout réel x :



—2e”
1+e”

-2
= 2
e T +1 +

+ 2

fal2) = (nx —2)

m (fn(z)— (nz—2)) =0, la droite d’équation y = nz — 2

-2
et lim = —2 par opérations usuelles donc li
r——+00

z—+oo e~ T 41 -
est bien asymptote a C,, en 4oc0.
xT

(b) Ona lim = 0 par opérations usuelles, donc lim (f,(x)—nx) = 0. On en déduit que la droite d’équation
z——oco | + e% T——00
y = nx est asymptote a C,, en —oo.

2. (a) Yz € R, 1+ ¢ > 1> 0 donc ne s’annule pas, et les fonctions x — 2e® et x — 1 + e sont dérivables sur R. Enfin
la fonction x — nz est dérivable sur R, donc par opérations f, est dérivable sur R.

2e%(1 4 e%) — 2(e*)?
(1+4e7)?

Ve eR, fl(x)=n-—

2e% 4227 92T
(1+4e7)?

2e”
(1+e7)?

=N —

(b) Pour tout z € R, on a (1 —e*)? > 0 donc 1 —2e” +e?* > 0 donc 1+ 2e® +e2* > 4e® donc (1 +€%)? > 4e” d’ot,
comme (1+¢%)?>0:

4e” <
(1+e7)2 —
¢) Sin =0, alors on a immédiatement f/(x) < 0 pour tout x € R, donc f, est strictement décroissante.
n

T

Sin > 1, alors < n d’apres la question précédente donc f/ (x) > 0 et f,, est strictement croissante

_c- <z

(1+ex)2 — 2
sur R.

(d) La tangente & C, au point I d’abscisse 0 a pour équation y = f},(0)(z — 0) + f,.(0).
f2(0) = =1 et f,(0) =n — 3 donc la tangente a pour équation y = (n — 3)z — 1

f(z)

[\

(e)
Partie I

3. Posons g(z) = fo(x) — x. g est strictement décroissante sur R comme somme de fonctions strictement décroissantes, et

lim =400, lim g(z) = —oo (car fy a une limite finie en +0o et en —oco d’apres la partie I).
T—r—00 T—>+00



Enfin, g est continue comme somme de fonctions dérivables donc continues. D’apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, il existe donc un unique réel « tel que g(a) = 0, c’est donc 'unique réel vérifiant fo(a) = .

Puisque g(0) = fo(0) = —1 < 0, et que g est décroissante, on a o < 0

4. (a) Posons ¢(h) = he" +h — 2eh +2. Cette fonction est dérivable sur R comme somme et produit de fonctions
dérivables, et

VheR, ¢'(h)=he+e"4+1—-2e" =hel +1—¢"
¢’ est encore dérivable sur R et :
VheR, ¢"(h)=e"+he"—e" =he"

donc ¢ est du signe de h :

x —00 0 +00
o — 0 +

¢ T, —

¢ + 0 +

donc ¢ est croissante sur R, et comme ¢(0) = 0 on en déduit que Yh > 0, ¢(h) > 0 donc

h(e" +1) —2(e" —1) >0

d’out

e —1 <eh+1
h — 2
car h > 0.

e —e¥ eY—e
(b) Comme = , on peut supposer sans perte de généralité que x > y. Alors
T —y y—x

x

e’ —e¥ e’ —e¥
r—y | xT—y
gy -1
= e ——4m8m8
-y
e” Y +1 Yo veis
<eY — d’apres I'inégalité précédente et car e’ > 0
e’ +e¥
-2

(c) Ona:

(1+e")(1+e¥) >2(e"+e¥) < 1+e" +e¥ +e" TV > 2e” +2¢¥
= 1l-e"—eV+e" >0
— (1-¢e")(1—-¢eY)>0
< (1 —¢") et (1 —eY) sont de méme signes
<= z et y sont de méme signe

car 1 —e” a un signe opposé a .



(d) Soient x et y de méme signe, on a :

2eY 2e”

@) = W) = |7 ~ T

2e¥(1+e") —2e"(14eY)
(T o)1 +ev)

2(e¥ —e”)
T e)(i+e)

Or en combinant les deux inégalités précédentes on obtient :

et —e¥ 1
< (1 “)(1 Y
< e e
donc
2(e* —eY)

< oy
Jp—
<gle—y

‘ (I+e")(1+ev)
d’ou le résultat voulu.

(e) up <0, et pour tout n € N, u,+1 = fo(u,) avec fy une fonction a valeur négative, donc u,, < 0 pour tout entier
naturel n.

(f) Soit n € N. On a up41 = fo(un) et @ = f(«), on peut donc écrire :

1
s — 0 = |f(un) ~ F(0)] < 5hun —
d’apres la question 6.d
1\°
(g) Pourn=0onalug—a|=|—al =|al, et (2> |a] = |af. L'inégalité est donc vraie au rang n =0

1 n
Supposons qu’on ait |u, — a| < <2> |a] pour un certain entier n, alors d’apres la question précédente :

1
|1 —a < §|un -«

IN IN
— M|
N | X
N———

3 N

+ ol

I

S 3
2

donc 'inégalité est vraie au rang n + 1.

1 n
L’inégalité est vraie pour n = 0 et la propriété est héréditaire donc pour tout n € N, on a |u,, — o < (2> |au].

(h) Comme

1 1\" 1\"
—|<lona lim (-] =0donc lim (=) |a/=0,donc lim |u, —a|=0 par encadrement. On
2 2 n—+oo \ 2 n—+o00

n—-+oo

en conclut que lim wu, = a.
n—-+4oo

Partie 111

5. (a) f, est strictement croissante d’aprés la partie I, et lim f,(x) = —oo et lil}_l fn(x) = +oo. Enfin f, est
T——00 ZT—>+00
continue sur R donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires il existe un unique réel z,, tel que

fn(zn) =0.

2 -2
(b) fn(0)=—-1et fr(1)=n-— liJree D’aprés 1’énoncé, 1 J:; > —1,47 donc n — 1 Jree
a fn(1) > 0,53 > 0, donc f,, s’annule entre 0 et 1 et donc 0 < x,, < 1.

>n— 1,47 et comme n > 2 on



2eTn 2e"n

6. S it > 2. O n n) — 1 n — — dLn n

(a) Soit n > na fpii(zn) = (n+ Dz T o = ° + nx T+ o
fog1(zn) =z > 0.

(b) Comme f,+1(0) = =1 et fri1(zn) > 0, on en déduit que f,41 s’annule entre 0 et x,, exclus donc 0 < Z,11 < T,

et ce quel que soit Uentier n > 2. (z,,) est donc strictement décroissante.

=z, + fu(zn). Or fi(x,) = 0 donc

(¢) (x,) est décroissante et minorée par 0 donc converge vers un réel /.
7. (a) Pour tout n > 2 on a f,(x,) =0 donc

2e"n
NTy — =
14 e®n
2 eI”
d’ol nz,, = Trem Or, par décroissance stricte de fy, on a
e n

fo(0) > fo(xn) > fo(1)

donc
—2e%n —2e

>
1+ e%n 1+e

-1 >
donc .
2e"n 2e

1< <
1+e* 1+e

d’otu1 ’encadrement voulu en divisant par n :

1< <1 2e
~ <y -
n " Tnl+e

1 1 2e
(b) Comme lim — = lim — ( > =0, on a par encadrement lim =z, =0.
n—-+oo n n—+toomn \1+e n—-+4o0
ern . . N o S
Comme pour tout n € N, nx, = et que lim =z, =0, on obtient en passant a la limite et par continuité
1+ e n—-+o00
2e” 2¢0 1
de z — : lim nx, = =1. Ainsiz,, ~ —.
14+e* notoo 1+e0 n—+oo n



